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Abstract

Double groups G~ and non-symmorphic space
groups G, have similar algebraic structures. Con-
sequently, their subgroups can be classified along the
same criteria and enumerated using the same
methods.

Introduction

Les groupes doubles G™ et les groupes d’espace G,
non symmorphiques ort des structures algébriques
trés analogues. Un groupe G est I'extension non
triviale d’un groupe pontuel G par le groupe (E, E)
formé de I'identité E et de I'opérateur de Bethe E
ou rotation d’angle 27 (Sivardiére, 1968). De méme
un groupe G, est I’extension d’un groupe ponctuel
G par un groupe abélien de translations T: si
I’extension est non triviale, G, est un groupe non
symmorphique; si elle se réduit au produit semi-direct
T,G, G, est symmorphique (Sivardi¢re & Bertaut,
1970). Un élément o de G distinct de 'inversion 1
est analogue a une rotation hélicoidale ou une
réflexion avec glissement d’'un groupe d’espace G,
non symmorphique: si un élément ponctuel « est
d’ordre n dans G, il lui correspond dans G* et G,
respectivement des éléments « ou (al|r,) tels que:
a"=E ou (a|r,)" =(&|T). On a ainsi une analogie
entre les groupes doubles 27, 3%, 4%, 67, 222" et les
groupes d’espace P2,, P3,, P4,, P6,, P2,2,2,.

On sait (Hermann, 1929) que les sous-groupes des
groupes G, se répartissent en trois catégories:

(a) les sous-groupes H, ayant le méme sous-
groupe de translations que G, (translationengleich);
leur groupe ponctuel H est un sous-groupe de G: s’il
est maximal, H, est un sous-groupe maximal de G,;

(b) les sous-groupes H, ayant le méme groupe
ponctuel que G, (klassengleich), leur sous-groupe de
translations est un sous-groupe de T s’il est maximal,
H, est un sous-groupe maximal de G,;

(c) les sous-groupes généraux, qui ne sont jamais
maximaux (allgemein). Les sous-groupes H,
maximaux d’indice 2 et 4 de la catégorie (b) ont été
énumérés par Bertaut (1976).

Considérons maintenant les sous-groupes des
groupes G, énumérés récemment (Gorzkowski &
Suffczynski, 1978; Gorzkowski, 1982). Par analogie
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avec la classification d’Hermann, nous pouvons les
classer en trois catégories.

(a) Les sous-groupes évidents H™. Ce sont des
groupes doubles: ils contiennent le sous-groupe
(E, E) de G™; le groupe simple H associé 8 H" est
un sous-groupe du groupe simple G associé G*. Si
H est un sous-groupe maximal de G, H" est un
sous-groupe maximal de G*; si H est invariant dans
G, H™ est invariant dans G™.

(b) Les sous-groupes ‘non évidents’ G’ ne con-
tenant pas 'opérateur de Bethe E (ce ne sont donc
pas des groupes doubles) mais contenant soit
I'opération a de G™ soit I'opération @ = aE. Ces
sous-groupes de G sont des sous-groupes
maximaux, invariants d’indice 2: G*'=G'+ EG'. G’
est isomorphe de G.

(c) Les sous-groupes ‘non évidents’ généraux, qui
ne contiennent pas E et ne sont pas maximaux.

Enumération directe des sous-groupes G’

Un groupe G, ne peut se décomposer suivant: G, =
H, +(&|T)H,, ou (¢|T) est une translation réticulaire,
si un élément («|7,) de H, est tel que (a|7,)" = (¢|T)
(Bertaut, 1976). Cette condition montre que la
décomposition est possible si @ est une rotation 3,,
4,, 6,, 64 parallele a T ou une rotation non hélicoidale,
et impossible si a est une rotation 2,, 3, 4,, 4;, 6,,
63, 65; une rotation 3, de G, devient une rotation 3,
dans H,; une rotation 3,* de G. peut se trouver dans
H,, elle devient alors une rotation 3, dans H..

De méme si G"=G’'+EG’, un élément a de G’
ne peut avoir une de ses puissances égale a E: si
a" = E, la décomposition de G~ ci-dessus est imposs-
ible. Cette condition, donnée par Gorzkowski &
Suffczynski (1978), est analogue a celle de Bertaut
(1976). Elle élimine les axes n=2, 4, 6; si n=3, la
rotation d’angle 120° (analogue d’une rotation 3, dans
un groupe G.) est éliminée; par contre les rotations
d’angle 240 et 480° (analogues des rotations 3, et 3,*)
sont autorisées.

Considérons maintenant le cas d’'un groupe G*
contenant des €léments impropres: seules 'inversion
| et les rotations inversions de 240 et 480° peuvent
appartenir a un sous-groupe non évident G’ de G*.
De méme linversion I de G, peut appartenir 4 un
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sous-groupe klassengleich de G, (les rotations 3 ne
sont jamais hélicoidales dans G,).

Enumération des sous-groupes G’ par la méthode des
représentations alternantes

Nous avons vu que les sous-groupes G’ sont
invariants d’indice 2 dans G~. Par suite ce sont les
noyaux des représentations alternantes de G* dans
lesquelles I'opérateur E a le caractére —1. Ces re-
présentations étant connues, on en déduit immédiate-
ment les sous-groupes non évidents G’. De la méme
maniére les sous-groupes invariants d’indice 2
klassengleich des groupes d’espace G, se déduisent
des représentations alternantes de G, associées aux
vecteurs k invariants dans le groupe ponctuel et dont
une coordonnée au moins k; vaut 1/2.

On obtient ainsi, supposant connues les représen-
tations des groupes doubles (Koster, Dimmock,
Wheeler & Statz, 1963), les sous-groupes G’
maximaux donnés dans le Tableau 1 en accord avec
Gorzkowski & Suffczynski (1978). Les autres groupes
G" ne possédent pas de représentation spécifique
alternante et donc de sous-groupe non-évident
d’indice 2.
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Tableau 1. Les sous-groupes G' maximaux
G* r, G
N n L
T P LT
I 1)
3: l}x’ 1, Raa0, Rago o _
3 s 1, Rya0, Rago, 1. Raso, Rago
rb 1-)RZ.IU_ Rdt«h l- R*Lm» —aB0

Les propriétés des classes des groupes G, et G,
comme celles de leurs sous-groupes sont également
trés analogues (Sivardiere, 1978).
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Abstract

Various means of enumerating the three-dimensional
three-colored space groups are discussed: a direct
algebraic method equivalent to the Zachariasen
method, an induction method, and a technique using
the third-order cyclic representations of the ordinary
space groups.

Notations

Groupe ponctuel ordinaire

H  Sous-groupe invariant de G

Sous-groupe non invariant de G

G; Groupe ponctuel a trois couleurs

G. Groupe d’espace ordinaire, de classe G
Réseau de G,

H, Sous-groupe invariant de G,

H, Sous-groupe non invariant de G,
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T; Réseau a trois couleurs isomorphes de T

T, Réseau des translations monocolores de T;

G.; Groupe d’espace a trois couleurs, isomorphe de
G,

Introduction

Les groupes d’espace a deux couleurs, ou groupes de
Shubnikov, permettent de décrire de nombreux
phénomeénes d’ordre dans les cristaux: surstructures
AB, ordre magnétique, macles (Curien & Le Corre,
1958). De la méme maniére, les groupes d’espace a
trois couleurs, ou groupes de Belov, permettent de
décrire les surstructures ABC dans les alliages et
solutions solides (Harker, 1981), les phénoménes
d’ordre dans les cristaux moléculaires ou des
molécules peuvent avoir trois orientations
privilégiées, les transitions de phases au cours
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